OPCION A

1. (3 puntos) Sea m una constante real. Determine para qué valores de m el sistema es compatible deter-
SX+4y+2z=0
minado, compatible indeterminado o incompatible: 2x+3y+z=0
4x-y+m’z=m-1
5 4 2| (21 0 2+4n? ,
=2 3 1|=4 0 1+3m?|= —(—1)[‘]3 i:g:nnz
4 -1 m| |4 -1 m
A =7H{3+9n? - 4-8n?) =70 -1) = 7{m-1) fm+1) = Si| 4 = 0= 7{m-1)fm+1) = 0=
m-1=0=m=1
{m +1=0=>m=-1

D e =703+ on? - (4+8m2)]

3 2+4n?
:7[‘] m

OmOO -{-1,4 = |A # 0= rang (A) = 3= Numerodeincognitas= Sist CompatibleDeterminado
Sim=-1

5 4 20 -3 6 04 -3 6 04 -3 6 04 0O 0 01
2 3 10 |=|-2 4 02|11 -2 0-1|=|/1 -2 O-1=|1 -2 O-1|=
4 -1 1|-2 4 -1 1|-2 4 -1 1]-2 4 -1 1]-2 4 -1 1|-2
rang (A) = 2# rang (A/ B) = 3= Sistemancompatitte

Sim=1

5 4 20 -3 6 0)0 0O 1 00 0O 1 00

2 3 10|=|-2 4 00|=|0 -1 1/0|=|0 -1 1|0|=rang(A)=rang(A/B)=2

4 -1 1/0 4 -1 1|0 0 -1 0|0 0O 0 00

Sist Compatibleln deter minado



2.
a) (1,5 puntos) Estudie la posicion relativa de los planos:

X=2A+u
mXx-2y+z=1 771y =A+Ku segin los diferentes valores de la constante real k.
z=1-u
b) (0,5 puntos) Determine el &ngulo que forman esos planos cuando k = 3.
a) Los planos pueden ser paralelos, coincidentes 6 cortarse segin una recta (secantes). Son paralelos
cuando sus vectores normales (exclusivamente) son iguales o proporcionales, siendo coincidentes cuando,

ademas, un punto de un plano verifique la ecuacion del otro plano, en caso contrario los planos son secan-
tes.

v, =(1-2,1)
uv ow

Ve =(2,1,0)0(1,k,-)=>v, =2 1 0|=-u+2kw-w+2v =u+2v+(2k-L)w = v, =(-1,2,2k -1)
1k -

Deizﬁ: 1 :L:—1:1:—2k+1302—2k:>k20

-1 2 2kl 2k -1
Para k = 0 los planos son paralelos.

Como P(0,0,1) O 1 verifica (0) — 2(0) + (1) = 1, tenemos que P(0,0,1) O 1, y los planos son paralelos
coincidentes.

Para Ok 00 -{0} = Los planos son secantes

b)
Siendo a el angulo que forman los vectores normales de los planos
v, =(1,-2,1)
=
Parak =3yv, =(-1,2,5)=(1,-2,-5)
1,-2,11,-2,-5 -
cosa = ( ) ) _[ra-8_ [d =0= a =arc cos (0) = 90°

VE+ (2 2B+ (2f +50 V630 180

Para k = 3 los planos son perpendiculares.



X2

3. (4 puntos) Considere la funcion f(X) = 1
+ X

a) (0,5 puntos) Determine el dominio de la funcion.
b) (1,5 puntos) Determine, si existen, sus asintotas.

¢) (2 puntos) Determine los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento de la funcion f(x) asi como sus
maximos y minimos relativos, si existen.

a)
1+x=0= x=-1= Dom(f)=0x00 -{-1
b)
Asintotavertical= x=-1
Asintotashorizontaks
X2
) il
. X . . X
y=lim f(x)=lim :2:|Im1XX:|Im1 = 100 =2 -0
X— 00 X*°°1+X [¢] Xﬂwi_l_i Xﬂwi_l_l 7+1 O+1
X X X 00
No existeasintotahorizontalcuandox — o
X2
2
. X . . X - -
y=lim f(x)= lim =—=lim %:Ilm = 100 =2 -
X— =00 X*‘°°1+X — 00 Xﬂ_wi_l_i xﬂ—oo7+1 7+1 O+1
X X X — 00
Noexisteasintotahorizontalcuandox — —o
Asintotablicuas
x° X
- f(x) . . X . 2 . 1 1 1
m=lim ():I|m1+X:I|m—2:2:I|mX—2:I|m1 ===
oo X xee X xe XX e xee X X0 xee g0 Ly 0+
x> X X 00
X
2 2 2 -
. . X . XT=X=X" . =X . -1 -1
nzllm[f(x)—mx]:llm -1k |=lim =lim =2 =lim—X =lim = =-1
X-roo x—o 1+ X xwo 14X celex oo el Xoxeed 01
X X X 00
Existeasintotaoblicua y = x—1cuandox — o
X2 X
o f(x) . X? . . 1 1 1
mzllmﬁzllm 1+ X = jim =2 = lim —X— = lim =1 =
e X et X xeme XX e e X XT e d 0 L g 041
X X X -0
X
: X X ex=XP =X 0y =
n:I|m[f(x)—m>4:I|m -1X | = lim ———=lim —=——=lim = lim =
X - —00 X = —00 + X X = —00 1+X X”_°°1+X — 00 XH_W} 5 xa—oo}+1
X X X
-1
=1t
I
— 00

Existeasintotaoblicua y = x—-1cuandox — —oo



Continuacion del Problema 3 de la opcion A

c)
— 2 2 _ 2 2
f,(X):Zx(1+x)2 X* _ 2x+2x ~X _X +2;(: X(X+22):>Creciente:> f'(x)>0:>x(x—+22)>0:>
(1+ x) (1+ x) (1+x) (1+ x) (1+ x)
x>0

X+2>0=>x>-2
(1+x)* >0= OxO0O

x>0 (-) (-) (+)
X > -2 (-) (+) (+)
(1+x2>0 (+) (+) (+)
Solucién (+) (-) (+)
Creciente OxO O /(X < —2) O (X > O) Decreciente (X0 /-2<x<0
y o _ (-2 _4_ _ _
Maximo relativo X = -2 = f (— 2) =~ - =— =-4 de Creciente pasa a Decreciente
1+(-2) -1
02
Minimo relativo X=0= f(O) =—— =—=0 de Decreciente pasa a Creciente
1+0 1

4. (1 punto) Se dispone de dos cajas con bolas blancas y negras. La caja A contiene 6 bolas blancas y 3
negras; y la caja B contiene 4 bolas blancas y 5 negras. Se lanza un dado y si sale par se sacan dos bolas
de la caja A, una tras otra, sin reponer ninguna. Por su parte, si sale impar al lanzar el dado se sacan dos
bolas de la caja B, también una tras otra, sin reponer ninguna.

¢, Cudl es la probabilidad de extraer exactamente dos bolas blancas?

Llamemos Par, Impar, B1, B2, N1 y N2, a los sucesos siguientes, “salir par al lanzar el dado”, “salir impar al
lanzar el dado”, "Sacar blanca en la 12 extraccién”, "Sacar blanca en la 22 extraccién”, "Sacar negra en la 12
extraccion”, y "Sacar negra en la 22 extraccion”.

Resumimos todo esto en un diagrama de arbol con sus probabilidades (en la 22 extracciéon hay una bola
menos porque nos han dicho que es sin reemplazamiento):

218

4/8

418

2

Viendo el diagrama de arbol, para que se puedan obtener dos bolas blancas tenemos.
p(Dos blancas) = p(Par)-p(Bi/Par)-p(B2/( BinPar) + p(Impar)-p(Bs/Impar)-p(B2/( BinImpar) =
= (1/2)-(6/9)- (5/8) + (1/2)- (4/9)-(3/8)= 7/24 0 0'291667.



OPCION B

10 4
1. (3 puntos) Sea k un constante real cualquiera y considere la matrizz A=|{0 k 3k+2
1 0 -k

a) (1 punto) Estudie la existencia de inversa de la matriz A segln los diferentes valores de k.
b) (1 punto) Sik =2, calcule la inversa de A, si existe.

¢) (1 punto) Determine el rango de la matriz A segun los diferentes valores de k.
a) Una matriz tiene inversa siempre que su determinante no sea nulo

10 4 10 4

k 3k+2 , k=0
|Al=10 k 3k+2=|0 k 3k+2[=1 =—k(k+4)=Si|[Al=0=k(k+4)=0= =
0 —(k+4) k =-4
10 -k | |00 k-4
Ok 00 -{-4,0} =|A| #0 = Existe A™
b)
10 4
Parak:2:>|A|:—2E42+4):—12¢0:>|A|¢0:ExisteA'1:>A'1:%@dj(A‘):>A: 02 8
A 10 -2
145 2
10 1 -4 0 -8 -4 0 -8) |3 3
A'=|0 2 0|=adj(A)=|8 -6 -8 ~At=—tqgg 6 g|=|-2 1 2
-12 3 2 3
4 8 -2 2 0 2 2 0 2 N L
- 0 -=
6 6
c)

Ok 00 -{-4,0} =|A|#0=rang (A)=3

Sik=-4
10 4 1 0 4 104

A=|0 -4 -10(=/0 -4 -10 2 5|=rang (A)=2
10 4 00 0 000

I}
o

Sik=0

104 (10 4) (10 4

A=|0 0 2(=|0 0 2 |=|0 0 2|=rang(A)=2
100/ (00 -4) 000



2. (2 puntos)
a) (1,5 puntos) Determine, como interseccion de dos planos , la ecuacion de la recta que es paralela a la

{Zx 3y+z=4

recta: . y pasaporelpuntoP: (2,1, -1)
y+z=0

m:2Xx-3y+z=4
my+z=0

a) La recta s tiene el mismo vector director que r y pasa por el punto P; de la ecuacion continua de la recta
hallaremos los planos pedidos

2x-3y+z=4
-y-2z=0

b) (0,5 puntos) Determine el angulo que forman los dos planos siguientes: {

= 2X—4y=4=X-2y=2=>X=2+2y= Z=—y:\z=\z=(2,1,—1)=>

x-2_y-1 _
x-2 _y-1_z+1 T_T:x—Z—Zy—Z x=2y=0
S: = = = X=2 7+1 = S. 42720
2 1 Al e A x2=27-2 X+2z2=
2 -1
b) Siendo @ el angulo que forman los planos

v, =(2,-3 1):>cosa— (2,-39d0,1,1)  _[2o+(-3)a+1y_|-2 _ 2 _ 1 _
:(0 1,1) J22+ (F3f + 2 0P+ 2 + 12 V1442 /7 27 N7

a=arc cos(@} = 67/47324"

N7
7

=



3. (4 puntos)
a) (1 punto) Determine los valores de “a” y “b” para que la funcién que aparece a continuacion sea continua:

ix si x<0
f(x)= acos(x3+b si O<xs7m
sen(x)-ax si x>

b) (1,5 puntos) Calcule la integral: IXZ(In X)zdx

. - -1
¢) (1,5 puntos) Determine el siguiente limite: |IIT1 [e(X 1) —1](X )
X -

. _1_1_
{ f(O—XItrgff(x)—g—i—l

= f(0)=lim f(x)=lim f(x)=>a+b=1

lim f(x)=acos(0)+b=al+b=a+b X0 x-0' N
x-0*
f(77)= lim f(x)=acos(m)+b=al{-1)+b=-a+b _ _
{ lean f(x)=sen(m)-amr=0-am=-ar = f(n):lemN- f(X):JIJ'Q+ f(x)=-a+b=-an
{ arb=1 :>{ arb=1 :2a—an=1:a(2—ﬂ)=1:a=i: 1 +bh=1=
arr—a+b=0 |-amr+a-b=0 2-m  2-m
1+(2-mb=2-7=(2-m)b=1- rob=1-7"1
2-m -2

b)

I:Ixz(lnx)d D(g[ﬂlnx J‘D<3 Inx[—lldx 3D(B’[ﬂlnx —jx In xdx

(In xf =u=du=2(In x)B)]i

><2dx:dv:>v:Ixzdx:%D(3
Ixz In xdx:ED@’Eﬂn x—IED<3E11:ED<3EI]n x—éj.x2 dx
3 3 X 3 3

INnX=u=>du==
X

><2dx=dv:>v=.|.x2dx=}D<3
3
2 2
I—§D<3[6Inx [ED@EI]nx Ix dxj =5 in x) - 9D<3EI]nx+§J.x2dx

I :ED(3 [ﬂln X)Z——D(3 (n X+EE'|1—'D(3:_D(3 [E(ln x)z—_lj]n x+z}+|(
3 9 9 3 3 3 9



Continuacion del Problema 3 de la opcion B
c)

T (x-1) _ D _ [0 4]0 _ (0 4P — ({1 _4Y — A0 _ (x-1) _4]xD) _
L—letr}[e 1] —[e 1] =(e-1f =(@-1° =0 :InL—lerHIn[e 1] =

in[e*? -1 _in[e*Y-1] _info] e _
1

=lim (x-1)In [e(x'l) —1] =(1-1)0n [e(l'l) —1] =0[f~ )= lim

L 1 1 e
x-1 1-1 0
— .@(X-l) - B
0 ey g 80 @Ol - @07 100
1 1 w1 —leb -] - -1 -(e"-1) -(-1) O

(x-17

=0 @Iicﬁqd&'ﬁpﬁn _ =lim e(x‘l) [Qx—l)z +2 [ﬂx—l) E(X_l) —lim e(x‘l) [ﬂX —l)[(X—1)+ 2 []]:

X1l _ e(x—l) X1 _ e(x—l)

(-2fx+1) _ 0-2)a+1) 0_? =0=InL=limIn R T I lim et —af P = =1

=lim
-1 =1 -1

4. (1 punto) En una clase de bachillerato, el 60% de los alumnos aprueban matematicas, el 50% aprueban
inglés y el 30% aprueban las dos asignaturas. Calcule la probabilidad de que un alumno elegido al azar:

a) (0,5 puntos) Apruebe alguna de las dos asignaturas (una o las dos).
b) (0,5 puntos) Apruebe Matematicas sabiendo que ha aprobado inglés.

Sean M e | los sucesos “aprobar matematicas” y “aprobar inglés”.

Del problema tenemos: p(M) = 60% = 0'6; p(I) = 50% = 0'5; p(aprueban las dos) = p(M y I) = p(Mnl) = 30% =
=0'3.

a) Me piden p(apruebe alguna) =p(M 6 1) =p(M OI) =p(M) + p(l) - p(Mnl) =06 + 0'5 -0’3 = 0’'8.

Mnl
b) Me piden p(apruebe matematicas sabiendo que ha aprobado ingl  és) = p(M/l) = il (T) ) =
p
=0'3/0'5 =0'6.



